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Apprentissage automatique

Objet
o Extraire des ‘“relations statistiques” entre

e un grand nombre de variables d’entrées / prédicteurs / descripteurs
o une ou plusieurs variables de sorties / décision(s)

o Construire une connaissance empirique:

Transformation d’information empirique en connaissance statistique

Spécificités par rapport aux autres approches en |A
@ Connaissance construite essentiellement a partir des données

Q@ Capacité de généralisation
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Spécificité par rapport aux statistiques classiques

But

Modele prédictif/d’action vs modele explicatif de la réalité.

Difficulté
Nécessité d'intégrer un un trés grand nombre de variables
e Vision artificielle: 10" dimensions par image
o Imagerie Cérébrale: 10° dimensions par volume
o Traitement automatique des langues: 104 — 10> parametres
o Génétique: 10* genes, 10° SNPs/ microsatellites, 109 bases d’ADN
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Des problemes structurés de grande dimension
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Fléau de la dimension (Curse of dimensionality)
Croissance exponentielle du "volume” avec la dimension

= le nombre de parameétres des modeles croit exponentiellement.
Histogrammes

Construire I'histogramme de X € [0, 1] avec 10 intervalles
— possible avec 100 observations
Construire I'histogramme de X € [0, 1]*°

— taille et nombre d’intervalles ?

— a priori impossible avec 100 ou méme 108 observations !

Modele de SNPs

SNP: Single-Nucleotide Polymorphism
o Correspondent a 90% des variations génétiques humaines
o Nombre de loci k > 10°

@ Nombre de configurations > 210°
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Sur-apprentissage (Overfitting)
Régression Linéaire Y = wy + wi X + wo X? + ... + wpXP 4 ¢

I 2
mv;n%'zl(y,——(Wo-l-W1Xi+W2Xi2+~-+WpXIP))
=
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Notations, formules,définitions

e Loi jointe de X4 et Xg: p(xa,x5)
o Loi marginale : p(xa) =3_, . pP(xa,xac)

e Loi conditionnelle : p(xa|lxg) = % sip(xg)#0

Formule de Bayes

p (xglxa) P (xa)
p(xg)

p(xalxg) =

— La formule de Bayes n'est pas “bayésienne”.
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Espérances et Variances

o Espérancede X : E[X] =) x-p(x)

@ Espérance de f (X), pour f mesurable :
E[f(X)] =) f(x)p(x)

o Variance :

Var(X) = E [(X—E[X])z]
= E[X)] -E[X]?
@ Espérance conditionnelle de X sachant Y :

EX|Y] =) x-p(xly)

@ Variance conditionnelle :

Var(X | Y) = E[(X—E[X\Y])HY} =E[X?|Y] - E[X|Y]?
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Notions d'indépendance

Indépendance: X 1L Y
On dit que X et Y sont indépendantes et on note X 1L Y ssi:

Vx,y, PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y)

Indépendance conditionnelle: X 1L Y | Z
@ On dit que X et Y sont indépendantes conditionnellement 3 Z et

@ on note X 1LY | Z ssi:

VX7y7Z7

PX=x,Y=y|Z=2z)=P(X=x|Z=2z)P(Y =y|Z=2)
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Indépendence Conditionnelle: exemple

Exemple d'une “maladie récessive liée a I'X":
Transmission du gene de I'hémophilie

E—hémophilie
Risques de maladie pour
Fermme & #  Homme . , N .
porteuse sain des fils d'un pére sain:
@ dépendant pour

L3 deux freres.

@ conditionnellement
indépendant sachant
si la meére est

/ "y w : porteuse ou non.
X X :

Fille Fills
porteuse

| G:argon : Sargon
saine hémophile  sain
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Modele statistique
Modele paramétrique — Définition:

Ensemble de distributions paramétré par un vecteur 8 € © C RP
Po = {p(x|0) | 0 € ©}

Modele de Bernoulli: X ~ Ber(6) © =10,1]
p(x[0) = 0*(1 — )3~

Modele Binomial : X ~ Bin(n, 6) © =10,1]

p(x|0) = (g) 6*(1 — 6)1—)

Modele Multinomial: X ~ M(n, 7, 72, ..., Tk) ©=10,1)K

p(x|0) = ( n ) Tk
X1y ooy Xk
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Modele gaussien

Loi gaussienne réelle : X ~ N (i, 0?)

X une v.a. réelle, et § = (u,0%) € ® =R x R%.

_ 1 1(x—p)?
Puot (X) = 55 &P <‘zaz

Loi gaussienne multidimensionelle: X ~ N (u, X)

X v.a. 2 valeur dans R9. Si K,, est ensemble des matrices n x n définies
positives, et § = (u, %) € © = RY x K.

x:;ex —lx— Tyt(x—
() = e (360 TE (- )
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Densités gaussiennes
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Principe du Maximum de vraisemblance

e Soit un modele Pg = {p(x|0) | 6 € ©}
@ Soit une observation x
Vraisemblance:
L: 0 — R+
0 — p(x)

Estimateur du maximum de vraisemblance:

Sir Ronald Fisher

O = aregen;)ax p(x|0) (1890-1962)

Cas de données i.i.d
Pour (xi)1<i<n un échantillon de données i.i.d de taille n:

n n
O = argmax | | p(x;|@) = argmax log p(x;|0
g ] (s10) = argmax 3 log o)
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Exemples de calculs de 'TEMV

@ Modele de Bernoulli
@ Modele Multinomial

@ Modele Gaussien
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Estimation bayésienne

On traite le paramétre § comme une variable aléatoire.
A priori

On dispose d'un a priori p (6) sur les paramétres du modele.

A posteriori

Les observations contribuent via la vraisemblance: p(x|6).
La probabilité a posteriori du modele est alors

() — P10 P (0)

S ocp () p(6).

— L'estimateur bayésien est donc une distribution de probabilité sur
les parametres.

On parle d’inférence bayésienne.
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Entropie et Divergence de Kullback-Leibler

Entropie

H(p) = —>_ p(x)log p(x) = E[ log p(X)]

— Espérance de la moins log-vraisemblance

Divergence de Kullback-Leibler

) = 3t 26 <o 2

X

— Espérance du log-rapport de vraisemblance
— Propriété: KL(p|lg) >0
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La régression linéaire
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Le classifieur naif de Bayes

“Hypothése naive”

Données

Etiquette de classe: p(xi,...,xp|lz = k)

Z € {1, RN K} D

Descripteurs X;, j=1,...,D :HP(XJ‘ZZ k; 0k ;)
j=1

Modele

Modele multinomial:
p(z = k) = mx Modele pour
P(Xl,- "aXD|Z = k) ?

Apprentissage (estimation)

n
() PN : .
7t = argmax Hﬂ'i(z k) Ok, j = argmax E log p(xJ.(’)|z(’) = k; O, )
mr ' 1=1 ki i i=1
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Le classifieur naif de Bayes (suite)

Prédiction (décodage):

[ p(x12)p(2)
“ 3, 12 p(xil2)p(2')

Z = argmax

Propriétés
@ Ignore la corrélation entre descripteurs
@ Prédiction requiert seulement la regle de Bayes
@ Modele peut-étre appris massivement en paralléle

@ Complexité en O(nD)
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Probleme du clustering et K-means
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Modele de Mixture Gaussien

K composantes

z indicateur de la composante
z=(z1,...,zx)" €{0,1}K
z~ M(1,(m1,...,7K))

K
p(z) = [ =&
k=1

°
K
o p(x|z; (pk, Xk)k) = Z 2k N(X; poi, Ek)
k=1 '
K 05
e p(x) = Z T N (X; i, i)
k=1 o
°

K
Estimation:  argmax log Z T N(x; p, i)
179937 k=1
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Espérance-Maximisation

0
log p(x;0) = IogZp(x,z;B Iogz XZ

Zq Iog p(x.2; 0) =: F(q,0)

Y

L(q,0) = log p(x; 0) — KL(q||p(-|x; ) = log [Z q(z)p(x,z;0)| +H(q)

z

e Etape E  argmax, £(q,0) = p(-|x; 9)
e Etape M argmaxg £(q, 0) = argmaxy E, [log p(Z, x; 0)]
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Algorithme EM

e Etape E  argmax, L(q,0) = p(-x; 0)
e Etape M argmaxy L(q, 8) = argmaxy E, [log p(Z, x; 6)]

Algorithme
[térer jusqu'a convergence:
Q Etape E:
° qt+1 = p('v)(; et)
o Q(0,0") =Elogp(Z,x;0) | 6]
@ Etape M:
o 0! = argmax, Q(0, %)
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Algorithme EM pour la Mixture Gaussienne
Soit 0° = (7", (1, B )k)-

Hp(z x'; 9) HHﬂ'k< X;“kazk))zL

i=1 k=1

Etape E:
Pz, ...z, x"0%) = [T7, p(2]x]; 60Y)

. ) . iz —=1-0t)P I_l.et t ot 3t
q;( — P(Z;(:1|XI;0t) — p(X |Zk ! ) ( Zy ) 7Tk'/\/‘(x 'IJ’ka k)

p(x; 07) S mENG uf B

Eqllog p(z,x10)] = Eq| > 2 (log my + log N'(x'; s, )|
ik

. 1. - 1.
=D dilogme — Sak(xi — 1) "5 (6 — ) — 5k lo((2m)7[Bu])
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Algorithme EM pour la Mixture Gaussienne |l

_ 1
Z qj log m) — qk(x, i) T (6 — ) — 59k log((27)72x])

Etape M:
max Q( T, (i, 2k )k ,9t> s.t. T =1
7, (ko k)& ( ( )) zk:
Apres calculs:
nitl = 1 M i1 L '
1
k i
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Algorithme EM pour la Mixture Gaussienne Il|
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Chaine de Markov Cachée (HMM)

reconnaissance vocale
langage naturel
reconnaissance d'écriture manuscrite

séquence biologiques (protéines, DNA)
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Chaine de Markov Cachée (HMM)

Z1 Zo Zp—1 Zn, Zn+1

X1 X2

N
p(xt,...,xn,21,- . zn) = p(z1) [ [ P(znlzn-1) [ P(Xnlzs)
n=2

n=1

Chaine de Markov homogene
o z, € {0,1}K indicateur d'état (1,...,K)
o chaine de Markov homogeéne: Vn, p(znp|zn—1) = p(z2|z1)
o x, symbole émis ({0,1}¥) / observation (R9)
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Chaine de Markov Cachée (HMM)

Paramétrisation

distribution de I'état initial p(z1;7) = []X_ Y A

matrice de transition p(zn|zn-1; A) H H AZ" L, Znk
j=1k=1
probabilités d'émission p(xn|zn; ) e.g. Gaussian Mixture

Interprétation

k=3 k=3
D Asy L:
A13
Q 00 05 1 [ 05 1
A33
Transistions de z, p(xn|zn) Trajectoire de x,
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Maximum de vraisemblance pour les HMM

Application de I'algorithme EM

’Y(Zn) = p(Zn’X, at) g(zn—h Zn) = P(Zn—1, ZI"|X7 Ot)
Espérance de la log-vraisemblance:

N K

K N K K
Q8,0 = Z'y(zu() Iogwk+zzz.£ (zn—1,j> Zok) |0gAjk+ZZ'Y(an)|0gP(Xn|¢k)
k=1

n=2 j=1 k=1 n=1 k=1

En maximisant par rapport aux parametres {m, A} on obtient

N
. v(z1k) AtHL anz f(znfl,jaznk)

k K jk T K N
Zj:l v(z1) ! Y i1 2on=28(2n-1,, Zn1)

Si les émissions sont Gaussiennes on a aussi:

t+1 Z,,N:1 Y(Zak )Xn sl _ Z,,y:1 Y(Zak ) (X — px ) (X0 — .uk)T

SN y(zm) L SV (zw)
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Maximum de vraisemblance pour les HMM

Application de I'algorithme Somme-Produit

Dans le cadre des HMM, I'algorithme est connu sous le nom aller-retour
ou algorithme de Baum-Welch.

On propage les messages
e forward a(z,) = p(xn|zn) Zznfl a(zn—1)p(zn|zn-1)

o backward 3(z) = X, ., B(zn+1)p(Xn+1/2041)P(2ns1120)
qui satisfont les propriétés:

a(zp) = p(X1, - Xn, Zp) B(zn) = p(Xn+1,- - -, XN|Zn)

Finalement on obtient les marginales:

+(22) = plza|X, 07) = 2Zn)5(20)

p(X|6°)
et

_ Oé(Xn_1)p(Xn|Zn)p(Z,,|zn_1)6(xn)
€(Zn7172n) - p(X|0f)
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Champ de Markov Caché
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Résumé

Les modeles graphiques

© permettent de modéliser des distributions sur un grand nombre de

variables en utilisant la structure du probleme.

© permettent

o |'estimation fréquentiste avec le maximum de vraisemblance
o |'estimation (ou inférence) bayésienne

Au travers de deux exemples
o l'algorithme EM pour |'estimation dans les modeles de mixture
o |'estimation des Chaines de Markov Cachées

nous avons vu la nécessité de faire des calculs de probabilités et
d’'espérance qui utilisent la structure du graphe

— probleme de I'inférence probabiliste.
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